Пример оформления решения

1 Найдите пересечение, объединение, разность множеств 
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Решение. Поскольку 
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2 Доказать, что 
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 – иррациональное число.

Решение. Доказываем методом от противного. Допустим, что существует такое рациональное число 
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 являются четными. Поэтому дробь 
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 сократима, что противоречит предположению. Допущение не верно, т.е. не существует рационального числа, квадрат которого равен 2, а, значит, 
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3 Доказать, что 
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Решение. Пусть 
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Откуда 
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Тема 2 Грани числовых множеств
1 Методом математической индукции докажите, что для любого 
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2 Доказать, что для любого 
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3 Доказать, что для любых положительных чисел 
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5 Докажите, что множество всех чисел вида 
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6 Пусть 
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Пример оформления решения

1 Методом математической индукции докажите, что для любого 
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Решение. При 
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Последнее неравенство следует из очевидного неравенства: 
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Следовательно, неравенство 
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2 Методом математической индукции докажите, что для любого 
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Решение. При 
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 равенство очевидно. 

Предположим, что оно верно для натурального числа 
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Проверим верность утверждения для следующего натурального числа 
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Следовательно, утверждение верно для любого 
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3 Найти точную верхнюю грань интервала 
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Таким образом, для числа 1 выполнены оба условия определения точной грани 
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4 Найти точные грани множества всех правильных рациональных дробей 
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 и показать, что это множество не имеет наименьшего и наибольшего элементов.

Решение. Шаг 1. Пусть 
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 можно записать в виде бесконечной десятичной дроби: 
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Рациональное число 
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 удовлетворяет условию 
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 выполнено определение точной, нижней грани: 
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Шаг 2. Так как 
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 и для числа 1 выполнены оба условия определения точной верхней грани. Следовательно, 
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Тема 3 Множество комплексных чисел
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3 Представить в тригонометрической и показательной формах и изобразить числа на плоскости 
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4 Изобразить на комплексной плоскости 
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6 Найти все значения корня:
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7 Решить уравнение: 
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8 Решить уравнение: 
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Пример оформления решения

1 Даны два комплексных числа 
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Решение. Используя правила суммы, разности, умножения и деления комплексных чисел в алгебраической форме, получим:
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2 Представить комплексные числа 
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 в тригонометрической и показательной формах.

Решение. При решении используем определения модуля и аргумента комплексного числа.

Для комплексного числа 
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4 Найти все значения корня 
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По формуле Муавра получим:


[image: image230.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

-

+

+

-

=

-

5

2

4

sin

5

2

4

cos

2

1

10

5

k

i

k

i

p

p

p

p

 
[image: image231.wmf]4

,

3

,

2

,

1

,

0

=

k

.

При 
[image: image232.wmf]0

=

k

 имеем 
[image: image233.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

20

sin

20

cos

2

1

10

5

0

p

p

i

i

z

, 

при 
[image: image234.wmf]1

=

k

 имеем 
[image: image235.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

-

=

20

7

sin

20

7

cos

2

1

10

5

1

p

p

i

i

z

,

при 
[image: image236.wmf]2

=

k

 имеем 
[image: image237.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

-

=

4

3

sin

4

3

cos

2

1

10

5

2

p

p

i

i

z

,

при 
[image: image238.wmf]3

=

k

 имеем 
[image: image239.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

-

=

20

23

sin

20

23

cos

2

1

10

5

3

p

p

i

i

z

,

при 
[image: image240.wmf]4

=

k

 имеем 
[image: image241.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

-

=

20

31

sin

20

31

cos

2

1

10

5

4

p

p

i

i

z

.

Точки z0, z1, z2, z3, z4 являются вершинами правильного пятиугольника, вписанного в окружность радиусом 
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[image: image243.wmf]0

z

 равен 
[image: image244.wmf]0

20

jp

=-

, а полярные углы остальных точек получаются последовательным прибавлением угла 
[image: image245.wmf]25

p

 к 
[image: image246.wmf]0

j

, т.е. 
[image: image247.wmf]5

2

0

k

k

p

j

j

+

=

 при 
[image: image248.wmf]4

,

3

,

2

,

1

=

k

.

	
[image: image249.png]



Рисунок 1. 1 – Корни комплексного числа 
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Рисунок 1. 2 – Множество 
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5 Изобразить на плоскости 
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Решение. Комплексное число 
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 изображено на рисунке 1. 2.
Раздел 2 Теория пределов

Тема 1 Числовые последовательности
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Какие из данных последовательностей являются ограниченными сверху, ограниченными снизу, ограниченными, монотонными?

2 Найти формулу для общего члена следующих последовательностей:

а) члены с четными номерами равны 1, а члены с нечетными равны -1;

б) членами последовательности являются корни уравнения 
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3 Может ли быть монотонной последовательностью:

а) сумма двух немонотонных последовательностей;
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4 Доказать по определению, что последовательности 
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являются бесконечно малыми.

5 Доказать по определению, что последовательности
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являются бесконечно большими.

Пример оформления решения
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Какие из данных последовательностей являются ограниченными сверху, ограниченными снизу, ограниченными, монотонными?
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3 Доказать по определению, что последовательность 
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4 Является ли неограниченная последовательность бесконечно большой?

Решение. Рассмотрим последовательность 
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Данная последовательность является неограниченной, поскольку для любого 
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Тема 2 Предел последовательности
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2 Пользуясь определением предела последовательности, докажите, что:
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Примеры оформления решения
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2 Доказать, что ограниченная последовательность 
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Решение. Предположим, что она имеет предел, равный 
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Найдем номер 
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Следовательно, последовательность сходится.
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Следовательно, 
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Решение. Так как 
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Покажем, что последовательность ограничена. Имеем: 
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в) имеем:


[image: image488.wmf](

)

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

×

-

+

¥

®

¥

®

¥

¥

®

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

3

4

4

3

3

4

1

lim

3

4

1

lim

1

3

1

lim



[image: image489.wmf]4

3

4

lim

3

4

4

3

e

e

3

4

1

lim

-

+

-

+

-

-

+

¥

®

=

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

=

®¥

n

n

n

n

n

n

n

n

.

7 Доказать, что последовательность 
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Решение. Для доказательства используется критерий Коши.
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Следовательно, существует 
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Решение. Построим отрицание к критерию Коши:
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Для этого рассмотрим разность
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Пусть 
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9 Доказать, что последовательность 
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Решение. Доказательство проведем от противного.

Пусть существует конечный предел 
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С другой стороны
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Следовательно, 
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Значит, 
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Таким образом, 
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Следовательно, 
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 расходится.

Тема 3 Предел функции

1 Найти область определения следующих функций:

а) 
[image: image529.wmf](

)

2

1

ln

-

+

=

x

x

y

; б) 
[image: image530.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

1

2

arccos

x

y

; в) 
[image: image531.wmf]x

x

x

y

sin

9

1

4

2

-

-

-

=

.

2 Исследовать на ограниченность следующие функции:
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 б) 
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3 Определить, какая из данных функций четная, нечетная:

а) 
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4 Найти период следующих функций:

а) 
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[image: image540.wmf]x

y

sin

=

.

5 Используя определение предела функции по Коши, доказать, что:
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6 Доказать, что функция 
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7 Доказать, что число 1 не является пределом функции 
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8 Привести пример функции, удовлетворяющей условию:
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9 Привести пример функций 
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10 Известно, что 
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г) 
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11. Вычислить пределы:
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д) 
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ж) 
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12 Для функции 
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Примеры оформления решения

1 Найти область определения D и множество значений Е функции 
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Решение. Функция 
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2 Доказать, что функция 
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Решение. По определению:
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Построим отрицание для этого определения:
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Возьмем 
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Следовательно, существует такое число 
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3 Определить, какая из данных функций четная, нечетная

а) 
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Решение. 

а) изменим знак аргумента, тогда получим:
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Следовательно, функция нечетная.

б) здесь 
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в) имеем
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4 Найти период функции 
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Решение. Функция 
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 является периодом данной функции.

5 Показать, что функция 
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Решение. Функция 
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 монотонно возрастает. Следовательно, имеет обратную. 

Решив уравнение 
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Графики этих функций изображены на рисунке 2. 1.
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Рисунок 2. 1. – Графики функции 
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Рисунок 2. 2 – График функции 
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6 Построить график функции 
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Решение. При 
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 EMBED Equation.3  [image: image630.wmf]2
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. График данной функции представлен на рисунке 2. 2.

7 Используя определение предела функции по Гейне, доказать, что 
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Решение. Функция 
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Поэтому 
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Рисунок 2. 3 – График функции 
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Следовательно, 
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8 Доказать, что функция 
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Решение. Докажем, что эта функция не удовлетворяет определению предела функции при 
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Для этого укажем такую бесконечно большую последовательность 
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9 Используя определение предела по Коши, доказать, 
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Решение. Возьмем произвольное малое 
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10 Докажите, что для функции 
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число 1 не является пределом при 
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Решение. Положим 
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Значит,
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Поэтому 
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Тема 4 Бесконечно малые функции

1 Доказать, что функция 
[image: image689.wmf](
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[image: image690.wmf]a
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 является бесконечно малой:
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б) 
[image: image693.wmf](
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в) 
[image: image695.wmf](
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[image: image696.wmf]0
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2 С помощью принципа замены эквивалентных функций вычислить следующие пределы:

	а) 
[image: image697.wmf](
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	д) 
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	б) 
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	е) 
[image: image700.wmf]x
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	в) 
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	ж) 
[image: image702.wmf]4

8

4

2

0

16

1

lim

x

x

e

x

x

+

-

®

;

	г) 
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	     и) 
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3 Вычислить пределы:

	а) 
[image: image705.wmf]x
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	ж) 
[image: image706.wmf]x
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	б) 
[image: image707.wmf]2

cos

lim

2

p

p

-

®

x

x

x

;
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	г) 
[image: image711.wmf]t

t

t

1

4

1

lim

3

0

-

+

®

;
	л) 
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	д) 
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	е) 
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	     н) 
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Примеры оформления решения

1 Вычислить пределы: 

а) 
[image: image717.wmf]x
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г) 
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б) 
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и) 
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Решение.

а) имеем: 
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б) имеем: 
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в) имеем:
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г) имеем: 
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д) имеем:
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е) имеем:
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ж) имеем: 
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и) имеем:
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Тема 5 Непрерывность функции

1 Докажите непрерывность следующих функций:

а) 
[image: image748.wmf]2

x

y

=

; 


б) 
[image: image749.wmf]x

y

cos

=
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в) 
[image: image750.wmf]x
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=

.

2 Функция 
[image: image751.wmf](
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f

 определена в окрестности точки 
[image: image752.wmf]1
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, исключая саму точку 
[image: image753.wmf]0
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. Доопределите функцию
[image: image754.wmf](
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 задав 
[image: image755.wmf](
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f

 так, чтобы получившаяся функция была непрерывна в точке 
[image: image756.wmf]0
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б) 
[image: image758.wmf](
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3 Исследовать на непрерывность сложную функцию 
[image: image759.wmf]x
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4 Непрерывна ли функция
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5 Установите, как надо доопределить функцию в точке 
[image: image761.wmf]a
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, чтобы функция  в этой точке была непрерывна:

а)
[image: image762.wmf](
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б) 
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6 Докажите, что уравнение 
[image: image766.wmf]0
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 имеет по меньшей мере один действительный корень в промежутке 
[image: image767.wmf](
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7 Исследовать функцию 
[image: image768.wmf][

]
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 на непрерывность, и построить график функции.

8 Найти точки разрыва функций и установить их тип:

	а) 
[image: image769.wmf](
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	г) 
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	б) 
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Примеры оформления решения

1 Доказать непрерывность функции 
[image: image775.wmf]b

ax
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.

Решение. Функция 
[image: image776.wmf]b
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 определена при всех значениях 
[image: image777.wmf]x

, т.е. 
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 EMBED Equation.3  [image: image779.wmf]¡

. Фиксируем некоторое значение 
[image: image780.wmf]0
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 из этого множества.

Тогда 
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Как только 
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Следовательно, 
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2 Исследовать на непрерывность сложные функции 

а) 
[image: image791.wmf]x
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б) 
[image: image792.wmf]4
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.

Решение. а) функция 
[image: image793.wmf]x
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 является композицией следующих элементарных функций: 
[image: image794.wmf]x
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 и 
[image: image795.wmf]y
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. Так как функция 
[image: image796.wmf]x
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 не определена в точке 
[image: image797.wmf]0
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, то функция не является непрерывной в этой точке. В остальных точках она непрерывна как композиция непрерывных функций.

б) функция 
[image: image798.wmf]4

sin
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=

 является композицией функций 
[image: image799.wmf]z
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 и 
[image: image800.wmf]4
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. Так как функции 
[image: image801.wmf]y

 и 
[image: image802.wmf]z

 непрерывны при всех значениях своих аргументов, то по теореме о непрерывности сложной функции 
[image: image803.wmf]4
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 также непрерывна при всех 
[image: image804.wmf]x

.

3 Доопределить функцию 
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задав 
[image: image806.wmf](
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 так, чтобы получившаяся функция была непрерывна в точке 
[image: image807.wmf]0
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Решение. Функция 
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непрерывна во всех точках числовой прямой кроме точки 
[image: image809.wmf]0
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. Поскольку 
[image: image810.wmf]0
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, то в точке 
[image: image811.wmf]0
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 функция имеет устранимый разрыв. Этот разрыв можно устранить, положив 

[image: image812.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

=

¹

=

.

0

если

,

1

,

0

если

,

sin

1

x

x

x

x

x

f


4 Доказать, что уравнение 
[image: image813.wmf]0
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 имеет по меньшей мере один действительный корень в указанном промежутке  
[image: image814.wmf](
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Решение. Рассмотрим функцию 
[image: image815.wmf](
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. Она непрерывна при всех 
[image: image816.wmf]x

(как сумма непрерывных функций 
[image: image817.wmf]3
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[image: image822.wmf]0
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 найдется точка 
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, в которой эта функция обращается в нуль: 
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 – корень уравнения.

5 Найти точки разрыва функции 
[image: image827.wmf][
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 – целая часть числа, и построить график.

Решение. Функция 
[image: image829.wmf](
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 определена следующим образом: если 
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, т.е. функция равна целой части числа. Областью определения данной функции является множество 
[image: image834.wmf]¡

. Функция 
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[image: image836.wmf]x

. Действительно, пусть 
[image: image837.wmf]n
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, тогда 
[image: image838.wmf](
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 и 
[image: image839.wmf]0
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, а 
[image: image840.wmf]0
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. Причем каждая из этих точек является точкой разрыва первого рода (рисунок 2. 4).

[image: image841.png]



Рисунок 2. 4 – График функции 
[image: image842.wmf][

]
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Во всех точках 
[image: image843.wmf]Î

x



 EMBED Equation.3  [image: image844.wmf]¡



 EMBED Equation.3  [image: image845.wmf]\



 EMBED Equation.3  [image: image846.wmf]¢

 функция 
[image: image847.wmf][

]

yx
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 является непрерывной как постоянная.

6 Определить точки разрыва функции 
[image: image848.wmf]1
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x
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.

Решение. Данная функция не определена в точке 
[image: image849.wmf]1
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x

. 

Односторонние пределы равны:


[image: image850.wmf]0
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[image: image851.wmf]+¥
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Поскольку один из односторонних пределов является бесконечностью, то 
[image: image852.wmf]1

=

x

 является точкой разрыва второго рода этой функции.
Раздел 3 Дифференциальное исчисление функции действительной переменной

Тема 1 Определение производной

1 Пользуясь определением производной, получить формулы для производных для данных функций в точке 
[image: image853.wmf]0

x

:

а) 
[image: image854.wmf]2
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; 







 в) 
[image: image855.wmf]x
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б) 
[image: image856.wmf]x
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г) 
[image: image857.wmf]x
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.

Найти дифференциалы этих функций в точке 
[image: image858.wmf]1
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2 Доказать, что функция Хевисайда

[image: image859.wmf](
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в точке 
[image: image860.wmf]0
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 не является дифференцируемой.

3 Вычислить приближенно с помощью дифференциала:

а) 
[image: image861.wmf]3
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в) 
[image: image862.wmf]85
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б) 
[image: image863.wmf]°
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г) 
[image: image864.wmf]03

,
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.

4 Составить уравнения касательной и нормали к графику функций в указанной точке:

а) 
[image: image865.wmf]x

y
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 в точке 
[image: image866.wmf]0
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б) 
[image: image867.wmf]4
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 в точке 
[image: image868.wmf]0

1

x

=

.

5 Точка совершает гармоническое колебательное движение  по закону 
[image: image869.wmf]t
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x

w
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. Определить скорость движения в момент времени 
[image: image870.wmf]0
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.
6 Используя правила дифференцирования и таблицу производных, найти производные и дифференциалы следующих функций:

а) 
[image: image871.wmf]4
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г) 
[image: image872.wmf](
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б) 
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д) 
[image: image874.wmf](
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[image: image876.wmf]3
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Примеры оформления решения 

1 Пользуясь определением производной, найти значение производной функции 
[image: image877.wmf](
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 в точке
[image: image878.wmf]0
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:
а) 
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[image: image880.wmf]0
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б) 
[image: image881.wmf]x
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, в произвольной точке 
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в) 
[image: image883.wmf]x
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, 
[image: image884.wmf]0
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, в произвольной точке 
[image: image885.wmf]0
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.
Решение. а) находим приращение функции 
[image: image886.wmf]3
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 в точке 
[image: image887.wmf]1
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Тогда по определению
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б) имеем:
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[image: image891.wmf]2
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Поэтому


[image: image892.wmf](
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в) для функции 
[image: image893.wmf]x
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Тогда


[image: image896.wmf](
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2 Доказать, что функция 
[image: image897.wmf]x
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 в точке 
[image: image898.wmf]0
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 не является дифференцируемой.

Решение. Очевидно, что эта функция определена и непрерывна на множестве 
[image: image899.wmf]¡

. Вычислим производную функции справа в точке 
[image: image900.wmf]0
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При 
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Поэтому 
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Аналогично при 
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 получим 
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Следовательно, производная слева равна
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Поскольку 
[image: image909.wmf](
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, то функция 
[image: image910.wmf]x
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 в данной точке производной не имеет.

Следовательно, она не дифференцируема в этой точке.

3 Найти дифференциал функции 
[image: image911.wmf]3
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 в точке 
[image: image912.wmf]2
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Решение. Используя определение дифференциала, находим:
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[image: image914.wmf](
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Откуда 
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4 Вычислить приближенно с помощью дифференциала  значение 
[image: image916.wmf]98
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.

Решение. Рассмотрим функцию 
[image: image917.wmf](
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то получаем:
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5 Составить уравнения касательной и нормали к графику функции 
[image: image923.wmf]x
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 в точке 
[image: image924.wmf]0
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Решение. Имеем:
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Поэтому искомое уравнение касательной запишется так
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а уравнение нормали примет вид:
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6 Вычислить и сравнить на промежутке 
[image: image930.wmf]1
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 мгновенные скорости двух точек, прямолинейные движения которых заданы уравнениями 
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Решение. Находим мгновенные скорости точек в момент времени 
[image: image934.wmf]t
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Отсюда получаем: 
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Видно, что 
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Следовательно, в точке 
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7 Используя правила дифференцирования и таблицу производных, вычислить производные следующих функций:

а) 
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в) 
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x

x

x

y

sin

cos

2

-

=

.

Решение. а) перепишем функцию в виде:
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